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Ut in genere maxime se commendat Doctrina E-lasticitatis usii illo multisario, quem nobis prae-
ibant corpora insigni hac proprietate praedita; ita hoc
in specie dicendum erit de laminis Esasticis, quarum
in Machinis Mechanicis quam plurimis maximum est
momentum, quarumque ideo minime negligenda The-
oria. Cujus quas utilitatem loquuntur sexcenta alia
ut reticeamus exempla, nominasle solum sufficiat Ho-
rologia Automata portatiiia, quibus tam ad motum
excitandum, quam ad eundem moderandum, laminae
hujusmodi commodissime applicantur. Accuratam
igitur temporis mensuram horum ope unquam obti-
neri frustra speratur, nisi rite cognoscantur proprie-
tates atque figura laminae Elasticae inflexae, & inpri-
mis qualis hinc pro data quavis inflexione slat ejus
vis teissionis. Figurae hujus, quae CurvaElastica com-
muniter dicitur, nullam factam invenimus mentionem
ante tempora GALILAEI, qui illam esTe parabolam
primus snspicatus est. Tamdiu etiam intactam man-
sisse, recentiorique demum aevo elaborari inceptam
utilissimam hanc doctrinam, nemo mirabitur, qui co-
gitaverit, iis Veteres destitutus suisTe adminiculis, si-
ne quibus ne latum quidem, ut ajunt, unguem in il-
2Io progredi licet Quod enim in reliqua scientia Aga-
turali frequenter accidit, id etiam in hoc Capite in-
pritnis locum obtinet, ut experimentis singulari arti-
ficio atque accuratione institutis adjungere oporteat
sublimiorem Geometriam atque subtilissimam illam
recentius inventam Analystn Infinitorum. Hypothe-
sis cujus meminimus GALILtEs de figura Curvae si-
la dicae per totum sere sieculum post eum invaluit
Errorem vero hunc tandem discussit Cei. Basileensi-
um Mathematicus JAC. BERNOULLI, qui inflexio-
nes Elateris ad calculum revocare primus aggressus
est. Anno 1691 ex occasione Problematis Funiculari!
in naturam Curvae Elasticae inquirere coepit, illam-
que mox pro Casu saltim specialissimo detexit. sup-
presia vero sua Analysi, in /Isis Eruditorum Lipsien-
sibus ejusdem Anni Problema hoc de invenienda Cur-
vatura Laminae Elasticae solvendum Eruditis propo-
sisit. Triennio post quum nemo ad postulatum Ejus
respondisTet, in Act. Lips. i6(jd constructionem Cur-
vae Elasticae ipse dedit, eatenus quidem generaliorem,
quatenus ad asTumtam quamcunque Legem Tensio-
nis applicari posstt, non tamen ideo absolutam, quip-
pe cura ad tenstones solum sibrarum extremarum in
supersicie Laminae convexa attendat, nullo habito
re spectu compressionis in parte concava. Hoc cum
ei objiceretur, idera ructus Problema tractandum sus-
cepit in Assi. Lips. i6<js, ita tamen ut extremas tan-
tum sibras in supersicie convexa extendi & in conca-
va comprimi supponeret, intermediarum vero omni-
3nm nullam rationem haberet. Tandem ut hoc quoque
vitium tolleret, in /Ictis Aeaci scient. Paris pro Anno
I70j idem argumentum denuo persecutus est ita ut
omnes sibras per totam Laminae crassitiem calculo
subjicere conaretur. Quum vero principium illud,
cui inprimis postremam hanc suam lolutionem super-
struxit, non latis rigide demon liratum, immo salsum
esse deprehenderetur (csr. ossae. BernouUi Opp. Torn.
II. p. (j83- 981 tn notis), materia hinc satis ampla
in rem hanc inquirendi aliis post cum Mathematicis
relicta est, quorum omnium conamina Problema hoc
solvendi recensere perlongum soret. Quicquid sit,
nondum perfecte solutum idem censeri potest, nam
(ut verbis utar 111. EULER1 in iVou. Comment. Acad.
Pctrop. Toni.XV. pro Anno 1770. p.psi-) quot adhuc desi-
gnraCorporumflexibilium & dajlicorumaGeometris in me-
diumsimi aliata, non latius quam adsdasmpliciasimi exten-
denda, quare longijsime adhucsumus remoti a Theoria
completa, cujus openon solumsupersicierunpscdetiam corpo-
rum slexibiliumfigura definiri queat; atque haec Theoria e-
tiamnmc tantopere abscondita videtur, ut ne prima quidem
ejusprincipia adhuc sini evoluta. Hinc etiam sore spera-
mus, ut nobis facile ignoseatur, quod de Inslexioni-
bus Laminarum ejusmodi Elasticarum tentamina no-
stra, licet minus perfecta nec omni numero absoluta,
publicae luci committere audeamus. Quid vero hac
in re prssstiterimus, B. Lector ipse judicet.
«. 3.
Elasiica dicuntur Corpora, quae, si figura eorumA
«
4vi aliqua comprimente, extendente aut flectente mu-
tetur, cestante illa vi, sponte ad figuram priltinam
tendunt. Elasticitas igitur esl illa corporum proprie-
tas, qua post factam ejusmodi mutationem, priorem
siiam formam recuperare nituntur. Persecta haec cen-
setur, si corpora se restituant eadem vi, qua mutata
suit figura: Imperfecta vero, si minori. Unde loqui-
tur Gradus Elasticitatis rite aesiimandos esle ex ratio-
ne illa inter vim restitutionis & vim mutantem. Ad
hanc vero vim resiitutricem quam maxime attenden-
dum judicamus, cum imperfecta sit omnis Elasticitas,
quam in corporibus hucusque deprehendere licuit.
§• 3-
Axioma I. si sibra elastica bomogenea siecun-
dum longitudinem utcunque extendatur vel compri-
matur, singularum ejus partium aequalium aequalis e-
rit tensio vel compressio.
Axioma II. si sibrae similes & aequales, ejus*-
demque elasiicitatis, aequaliter extensfe vel compres-
sae sint, vires quibus se restituere conantur etiam ae-
quales erunt.
§. 4-
Lemma. sisibra homogenece AB, ah (Fig. 1.)
ejusdem elasiicitatis & crajsitiei , fixa in B, b extendan-
tur ad M , m (vel comprimantur ad N, n) ita ut AM
:am (vel AN: an) sint in ratione longitudinum AB: ab;
Vires, quibusse rcstituere conantur ha sibra, erunt aquales.
Dcmonsir. Utraque sibra extensa li dividatur in
elementa aequalia MR ~ Ks &c. ~ mr rr rs &c.
5patet (hyp. &$. 3.) quodlibet horum aequaliter ten-
di. Ponantur jam puncta R ,r tantisper fixa, punctis
vero M, m applicatas Potentias F, Q , quae in slatu
illo extenflonis retinere valent elementa MK,mr, quas-
que ideo aequipollent viribus, quibus eadem elemen-
ta se contrahere conantur. Ob aequalitatem igitur &
homogeneitatem, nec non eandem ( dem. ) tenlionem
horum Elementorum, eritP — $.3. Ax. II.). Ea-
dem vero vi, qua P agit in M, aget etiam in R , ad-
eoque si loco ipstus R iterum concipiatur punctum s
fixum, ob aequales tensiones ipsorum MR &Rs (js. 3.
Ax. /.), ad totum Ms in eodem tenflonis slatu reti-
nendumeadem Potentia P puccise sufficiet.PIoc quum de
ceteris omnibus elementis utriusque BM & bm aequa-
liter valet, sequitur ob P rr Q (dem.) utramque si-
bram eadem vi semet contrahere conari.
Pari modo probatur aequalitas virium, quibus si-
brae islae compresisae se restituere nituntur.
s. 5 '
Quam rationem in genere sequantur extentiones
vel compressiones ejusdem sibrae diversis potentiis
tensfe vel compressie, inter desiderata in scientia Na-
turali adhuc reserendum judicamus. Vulgatisiima qui-
dem est hypothesis, illas viribus hisce proportionales
esso. Experimentis etiam evictum est, hanc rationum
aequalitatem saltem obtinere, si extensiones illae ad-
modum sini exiguae. Hypothesin vero hanc univer-
saliter sumtam, non dubiam modo, sed & minus ve-
ram, plures evincunt rationes (vid. sis ssac. BernouI-
/i / •
6Ii Opp. Tom. II. p. opi.). Ut igitur problematis no-
bis propositi generalem exhibeamus solutionem, mis-
sa hac hypothe.si, supponimus sibram simplicem datae
longitudinis a$ ~ s (Fig. 2.) fixam in (3 extensam-
que ad «, conari se contrahere potentia aliqua — p';
& ex puncto u, erigi ad au normalem «*, quae sit ad
s, ut p‘ ad datam aliquam potentiam k. si bae ra-
tione pro quavis sibrae a$ — s extensione au ~t,
potentiae p 1 proportionalis siat u*. ~ p, obtinetur li-
nea a* quae sici licet esi locus omnium punctorum *,
quamque ideo Lineam Tenjionum nominamus. Pari
modo si eadem sibra ai3 (manente &) comprimatur
ad u' & ita cornpresia se relaxare nitatur"\si z= q‘, at-
que ipsi au 1 rr v normalis siat aV = q, quae sit ad
s :: q 1 : k , oritur Linea CompreJJionum , locus scilicet
omnium punctorum k1. Verosimillimum quidem vi-
detur, Lineam Compressionum esso continuationem Li-
neae Tensionum versus partem oppositam, quum com-
pressio nihil aliud sit quam negativa tensio , sicut p‘ &
q‘ non sunt nili vires resiituentes, quae in directione
contraria agunt. Interimtamen ne tali admisia hypo-
thesi, de universalitate problematis solvendi aliquid
decedat, geueratim Lineas a«3 & a-PP utcunque dis-
serentes supponimus. .Ulterius si ad rectam «Q ~ a-
rese (23 spdt') aequale applicetur rectangulum,
quod sit zz sP, & areae (z:sqdv') aequale rectan-
gulum — j'v\ eriganturque ex punctis u & y! ipsi
perpendiculares s*A — P & y* h‘ — v\ puncta * & Pa-
lias dabunt curvas «A s & ah 1* 1, quas compendii cans*
7sa Qiiadsatrices Linees Tensionum & Cornprrjsiomm dice-
re liceat; quarumque usinn in construenda Curva Ela-
stiea in sequentibus offendemus.
Cor. i. Quum in omnibus Corporibus non eadem
deprehendatur vis Elastica, sequitur, pro sibris diversi
generis, diversas quoque sore lineas tensionum & com-
pressionum. Quare dura has lineas cum earum Qua-
dratricibus in seqq. adhibemus ad inveniendas inflexio-
nes Laminae Elasticse, illas semper supponimus con-
structas pro sibra ejusdem generis, cujus sunt sibraeLa-
minam illam conssituentes.
Cor. 2. Quoniam evanescente t (vel v) evanescunt
simul p & sLTenspdt (vel q & sqdv) adeoque etiam t‘
(vel v‘J, patet utramque Lineam &Tenflonmn&Com-
pressionum, cum earum Quadratricibus per punctum
a transire. Cumque sit dt‘~pdt& dv' ~ qdv, recta (3 ny
utramqueQuadratricem tanget in eadem puncto «.
Cor. q. si Viresrestituentes ponuntur Tensionibus
(atque Compressionibus) proportionales, (& a L)
si-unt lineae rectae. Hac vero aslhmta hypothesi, quum
siat t‘ (& L) proportionalis ipsi tt (& i v), patet utram*-
que Quadratricem sore Parabolam Conicam, cujus




Ut a Casu simpliciori initium siat, Laminam in-
flectendam , cujus in lingulis punctis Elallicitas absolu-
ta sit eadem, primo supponimus gravitatis expertem
& in situ suo naturali seu ante inflexionem in directum
extensam esso & quidem figura gaudere parallelepipe-
8directangularis, cujus longitudo sit cr, latitudo cras-
sities AA‘ (Fig. 3
~
2c; postea visuri, quomodo in
Calibus magis compositis inflexio Laminae determina-
ri queat. Lamina haec fixa in AA' e situ suo rectilineo
in slatum quemvis violentum AA‘LB'3 inflectatur, i-
ta quidem ut sub ista inflexione latus ejus A‘MB‘ sem-
per in eodem plano maneat. Alteri extremitati BB‘
in directione data BP applicata sit potentia P, quae in
litu hoc inflexo retinere valet Laminam, ita ut inter sin-
gulas ejus partes aequilibrium obtineat. Hoc facto, ge»
neratimpatet, quod si Lamina itainflexa sigatur inaliquo
puncto M vel, quod eodem recidit, 11 pars ejus MA ri-
gescere ponatur, ita tamen ut in figura ejus nihil im-
mutetur, ad reliquam partem in eodem slatu MB‘ reti-
nendam, eadem adhuc potentia P requiratur. Pari ra-
tione manisestum est, quod rigescente ad alteram ex-
tremitatem portione aliqua B‘H, manente caeteroquin
figura, reliqua pars HM ope potentiae P adhuc in eo-
dem situ conservetur. Unde sequitur, quod si punctum
/Amigrare concipiatur in N infinite propinquum ipsi
M, vis illa, qua quod vis Laminae Elementum MNOL,
planis ML & NO ad curvam normalibus interceptum,
situm silum naturalemrecuperare conatur, in aequilibrio
iit cumpotentia e. sitvero hujus elementi figura natura-
lis MnilL , (Figg. 3.4.) quae,facta inflexione, mutata esl in
MNOL, ita ut sibrae quaecunque exteriores DUextonsiU
sine adX, interiores autemEUcompresise ad T. il pun-
cto//ad directionemP/ipotentiae P perpendicularis du-
catur iVQ, quae dicatur &ad idempunctum curvae tan-
9gens NT. AngulusATTQ dicatur<p &portio curvae BAr s,
Productae ML & Ar0 sibi invicem occurrant in R , ita
ut ad N siatRadius Osculi RN — r. Erit igitur (per
Method. Tang.) rd(t> ~ds& dy r dsJin <p, posito sinu
Toto — i. Quum jam singulae sibrae extensae*& com-
presTae circa punctum s circumrotare nitantur AsO in-
star vectis in situm ml, huic vero circumrotationi resi-
siat potentia P; patet summam momentorum omnium
sibrarum aequari momento ipsms P, Ut itaque deter-
minentur momenta illa, sibrae cujusvis extensae DX a
puncto &ob ang. msNrr MRN
erit VX — udty, longitudo autem ipsius sibraeDV— ds,
adeoque VX: DV::ud$:ds::u:r. Retentis porro iis-
dem denominationibus ac §. 5. (Fig. 2.) Ii siat «« vel t:
s::VX:DV::u:r , vires quibus semet contrahere ni-
tuntur sibrae ita extensae DX & erunt (§. 4.) aequa-
les. Vis igitur sibrae DX(§. 5.) erit — kp:s, adeoque
ejus momentum “krpt:ss. si jam cujusvis sibrae cras-
sities sit P, atque ipsi propinquum sumatur
punctum v, per quae duo puncta concipiantur plana i-
psimlnormalia, multitudo sibrarum his planis interce-
• h vdt
ptarum erit ~ , unde harum sibrarum momentum
/7hrrnsnt
— ——, adeoque summa momentorum omnium si-
brarum inter s& V - — 1- Est autem ~J ,ses . Ji
areae quadratricis «Air. (§.5.) Ergo sumta ay:s:: sm:r,
erit summa momentorum omnium sibrarum extensa-
rum — —Eodem modo determinantur mo-eess
10
menta singularum sibrarum compresiarum ET, quo-
rum itaque momentorum (facta ay‘ :s::sl:r) summa
erit zz —Quum(llie momentum ipsius P sit
rrr P. NQ — Py, erit e 2 /2 Py — bkr 2 («s£ + a
si ulterius potentia P reiblvatur in binas, tangentialem
unam, alteram normalem, illa in directione IVTagens
erit n P Cos<p. singulae vero sibrae compressae, semet
restituere conantes, planum illud NO in eadem dire-
ctione NTurgent viribus, quarum summa reperitur =
Hoc autem planum in contrariam plagam
premitur a viribus, quibus se relaxare nituntur sibrae
extensfe, quarumq;virium summa — 1)'‘ r '~ PCosp
eej
(«£ — «<?() erit vis, quae urget planum NO in di-
C C J
rectione tangentis NT, singulaque sio ejus puncta, con-
sequenter etiam ipsum s, a plano ML elongare cona-
tur. Cura vero limes extentionum atque compresiio-
num in s ponatur, adeoque longitudo ipsius sibrae Gs
invariata; patet hanc vim sore —o, unde e 2/P Cos$—
hh'(a i-' Exinde porro quod ay :s:: sm : r &
a y i:s::sl:r, sequitur esso yy 1 — 2cs:r. Tres vero haj ,
quas sic obtinuimus aequationes, si cum iis comparen-
tur, quae naturam utriusque curvae as & as 1 ex data
quavis tensionum atque compressionum Lege (J. 5.J
declarant, ope Methodi Tang. tandem pervenietur ad ae-
quationem pro ipsa CurvaElastica, quod spedulioribus
exemplis in seqq. illustrabimus.
